CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 10 martie 2012

Filiera tehnologica : profil tehnic

BAREM DE CORECTARE CLASA A IX A

1. Se considerd functiile f,g:R—>R, f(x)=a-x+b,g(x)=m-x+n
a) Dacd a,b,m,n e Q iar f(\/i) = g(\/i) ,atunci f (x)=g(x) pentru orice x-numar real.
b) Daca a,b,m,ne€R , a=m si b#n iar f(2000)+ f(2024)=g(2000)+ g (2024), rezolvati

ecuatia f (x)=g(x), in multimea numerelor reale.

Solutie:

a) f(\/i)=g(\/§)<—>a\/§+b=m\/§+n<—>(a—m)\/§+b—n=0 ............................................... Ip
Prin reducere la absurd obtinea=msib=n,deci f(x)=g(x) pentru orice x-numar real ....... 2p
b) din relatia f(2000)+ f(2024) = g(2000)+ g (2024) obtine 4024a+2b=4024m+2n ................ 2p
Obtine 2012 a+b=2012m+n deci f(2012) = g(2012) ,iar x=2012 este solutie ...........cccuverrrenennn. 2p

2. Se considera paralelogramul ABCD iar M este un punct astfel incat MC =-2MA. Demonstrati
c¢i MA=BM + DM

Solutie:

Un model de rezolvare este urmatorul :

Din triunghiul ABM putem scrie MA=MBA+BA oo Ip
Din triunghiul ADM putem scrie MA=MDADA oo Ip
Prin adunare obtinem 2MA=MB+MD - (E + E) (1) e Ip
Deoarece ABCD este paralelogram AC = AB+ AD oo Ip
Deoarece AC =—3MA, prin inlocuire in (1), obtinem “MA=MB+MD .o, 2p
FINAUZATE MA = BM 4 DM ..o es e ees e s e es e se e eeseeesee Ip

3. Numim operatie impartirea unui patrat in patru parti egale prin drepte paralele cu ambele
perechi de laturi opuse si hasurarea uneia dintre partile rezultate. Unui patrat de latura 1 ii
aplicim in primul pas aceastd operatie. In pasul doi fiecirui pitrat rimas nehasurat din pasul
anterior ii aplicim din nou cite o operatie. in continuare, la fiecare pas, se aplica céte o operatie
fiecarui patrat raimas nehasurat in pasul anterior.

a) Asupra cator patrate se aplica cate o operatie la pasul 5 ?
b) Ce parte din patratul initial a rdmas nehasuratd In urma aplicdrii operatiilor in 2012 pasi
succesivi?

Solutie:

a) Prin operatie fiecare patrat este impartit in patru patrate si numai unul va fi hasurat, deci la
fiecare pas numarul patratelor asupra carora se efectueaza operatia va fi de trei ori mai mare decat
numarul patratelor asupra carora s-a efectuat operatia la pasul anterior. ...........ccoeceevvercieenieenennne. 2p
Obtine ca operatia de la pasul 5 se aplica unui numar de 81 de patrate ...........coceveeverieneesennenne. 2p
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L : 1. .
b) La fiecare operatie aria suprafetei ramase scade cu 2 din suprafata existenta de la pasul

PIECEACIE ...ttt ettt ettt et e et e e st e et e e s tbeeabeesabeeabeessteenseesseeenseeeaseenseasaseenseesseesssesnseens Ip
Daca s este aria suprafetei initiale, atunci in urma hagurdrilor vor ramane nehasurate suprafetele
2 3 2012 2012
3s (3s 3s 3s - 3s
— =1 = | — . Lafinal vom avea ramas | — |  .eeveiiiiieiieeeeeeeeeeeeeeeeeee 2p
4 4 4 4 4

4. Un automobil are consum diferentiat la 100 km dupa cum se deplaseazd pe drum drept , la
coborare sau la urcare astfel : pe drum drept consumul este de 7 1 la 100 km, la urcare
consumul este de 9 1 la 100 km ,iar la coborare consumul este de 5 1 la 100 km. Stiind cd pentru
a ajunge din localitatea A 1n localitatea B o masina parcurge cele trei tipuri de drum cu un
consum total de 39 litri de benzina , iar pentru a ajunge din B in A masina consuma 45 litri de
benzina se cere sa se determine ce distanta este intre localitatile A si B.

Solutie:
Daca a, b, ¢ sunt distantele (in km) parcurse pe drum drept, la urcare respectiv coborare atunci
consumul va fi: 0,07 a — pentru parcurgerea drumului drept

0,09 b — pentru parcurgerea drumului la urcare

0,05 ¢ — pentru parcurgerea drumului la coborare ...........ccccceviiivienieenen. Ip
Asadar vom putea scrie:
- referitor la consumul de combustibil de la Ala B 0,07a+ 0,095 +0,05¢ =39 ....cooevvvvvvvnnnnnnnnnn. Ip
- referitor la consumul de combustibil de laBla A 0,07a+ 0,056 +0,09¢ =45 ......ccoovvvvvvnvnnnnn... 2p
Adunand ultimele doua relatii obtinem 0,14(a+b+¢) =84 .oorriiiiiiiiieeeeee e 2p
Se 0btine atbHC=00 KIM ..coueiiiiiiiiiiieie ettt ettt et sttt e st e eenes Ip
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BAREM DE CORECTARE CLASA AX A

o . a+?2
1. Se considera numarul real x =

,unde a = log, 2 . Demonstratica a €(0,1) si x e(1,2).

2a+1
Solutie:
) 30 = 2 = 3l ettt en e Ip
0 =L0Z3 2 <1 ettt ettt Ip
€ (0,1) oo Ip
b) x = 08 2 Ip
2log;2+1
X =108 5 18 ettt 2p
X € (1,2) ........................................................................................................................................... Ip
Observatie: Daca demonstreaza direct 1< 2a+ 21 <2 pentru @ €(0,1) oevieriieiee 4p
a+

2. Fie functia f: A— A injectivd, unde A = {1, 2,..., 100 }.

a) Demonstrati ca functia f este surjectiva;

b) Determinati functia f stiind ca S = /) =..= /(100) .

100 99 1

Solutie:
a) Functia f injectivd = f'(1), £(2),..., £(99), f (100) sunt distincte doua cate doua ................... Ip
{f(1), f(2), ..., T100)} = {1, 2, ...y TOO} woriiiieiieiieeeee ettt Ip
FUnctia £ este SUIJECTIVA ..c..viitiiiiieiieeitee ettt ettt sttt e et e e bee e b e e sseesnseesseeenseennns Ip
b f(1) f(2) _f(loo)_f(1)+f(2)+...+f(100)_l 5

00" 99 T 1 T 39+ 5100 =1 e p
f(1)=100, f(2)=99,...,fIO0)ZT .eereetieiieeeeteeeee ettt st ettt nnes Ip
FX)TT0T-X, W € A oottt ettt ettt e et e st e et e e s aee e bt e s saeeabeessseenbeanseesnseenaeaens Ip
3. Se considerd numirul complex z = % yiar S =1+z+z"+..+z",neN

—i

a) Demonstrati ca z*+z+1=0;

b) Determinati S, S, S, .

c) Demonstrati ca |Sn| IS {0,1}, VneN.
Solutie:
Obtine z=—l—i£ ....................................................................................................................... Ip

2 2

Z5FZ AT =0 e
D) Z7 = L ettt ettt ettt et e e eee e
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Obtine S; =1+z+z"+2°(1+z+2°)=0, S, =1, iar S7=%—% .................................................. 3p
1 .
¢) Ssii2 =0, Szt = E_g’ Sakc =1 deci [S,]€ {0, 1} covvrrrreerrceeseeessere e Ip

4. Bazinul de apa potabild dintr-o localitate are forma unui paralelipiped dreptunghic, avand drept
baza un dreptunghi cu dimensiunile de 30 m , respectiv 20 m. In bazin , apa se afli la iniltimea
de 10 m, iar gura de evacuare a impuritatilor de pe suprafata apei se afla la ndltimea de 11, 215
metri fata de baza. Impuritatile se elimind daca apa este la minim 3 cm deasupra bazei gurii de
evacuare. In bazin este introdus un corp cubic cu latura de 9,1 m care este asezat cu o fati pe
baza bazinului. Justificati dacd, in aceastd situatie, se vor elimina impuritatile de pe suprafata

apei. ( Se pot utiliza formulele V, =LxIxm;V, , =a’).

aralelipiped

Solutie:

Obtine volumul apei existente 1n bazin 6000 MELIT CUDT ......oevveiiiieriieiiieieeieeee e Ip
Deduce necesitatea ridicarii apei cul TNCA 1, 215 M c.vieiiiiiiiiiiieieieeeeee e 2p
Obtine volumul necesar de apa  30x20x1,215=729 metri CuUbl ......ccceeveeviiienieeiieie e, Ip
Cubul cu latura de 9,1 dislocd un volum de apa de 753,571 metri cubi .......cccccevevieiieniiienienieeee Ip
Diferenta de 24,571 metri cubi face ca apa sa se ridice la 4 cm deasupra gurei de evacuare,

deci raspunsul €Ste afirMAtiV .....cc.oiiiiiiiiiiiieie e et 2p
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BAREM DE CORECTARE CLASA A XT A

0
1. Se considerd matricea A(x) = 1 |e M,(R)
0

= O O
S O =

a) Calculati A4°(x), 4’ (x)
b) Deduceti ca A" (x)=x"-1,, A" (x)=x" A(x), A"7?(x)=x"-A(x),VneN

¢) Dacd B =A™"(x)+ A" (x)+ 4" (x), determinati valorile lui x pentru care matricea B este
inversabila (det B=0).

Solutie:
0 0 1
a) Obtine A°(xX)=| X 0 0| $I A (X) XLy oot 2p
0 x O
b) CalcUleaZa A" (X) = X" * Iy, cuoveveeeeeieeeieieeee ettt Ip
Calculeaza A" (x) = X" - A(X), A" (X)) = X" A2(X); ceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e Ip
¢) Obtine 4™’ (x)=x"-1,, A" (x)=x""-4(x), A (x)=x""-4*(x),VhE N .cescerrererrne. Ip
1 11
ODBHNE B = X771 X 1 1| oottt n e Ip
x x 1
Din conditia det B# 0 obtine x € R\{0,1} ocoooiiiiiieiee e e Ip

2. Un tablou matricial de tipul nxn este organizat numai cu elemente ale multimii A,= {1,2,3,...,n}
dispuse astfel incat pe fiecare linie si fiecare coloand sd apara toate elementele multimii 4, si ele
sa fie dispuse simetric fatd de diagonala principala a tabloului.

a) Pentrun =3 construiti doua astfel de tablouri asociate multimii 4,
b) Demonstrati ca cele doud matrice anterior construite au acelasi determinant.
c) Pentru n = 2013 demonstrati ca pe diagonala principald a tabloului asociat multimii 4,

apar toate elementele multimii 4,,

Solutie:
1 2 3 2 31
a) Douaexemple pot fi | 2 3 1| $1 |3 1 2| oo 2p
31 2 1 2 3
b) Calculeaza determinantii $i verifica €galitatea ...........ccccevviieiiiiiiieniieeieeeeeee e 2p
¢) Orice element apare 1n tablou de eXact 2013 O1 ....cceeevuieiiiieiiieiieiieee e Ip
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Din modul de constructie a tabloului rezulta ca numarul aparitiilor in tablou, cu exceptia diagonalei

PIINCIPALE, ©STE PAT ..ttt ettt sttt et b et e e et e sbe e sb e et ea b e sbeebesseesbeebeeanesaeenee Ip
Pentru a avea 2013 aparitii in tablou, in mod necesar, fiecare element apare si pe diagonala
PIINCIPALA oottt ettt ettt et e et e e s aee et e e s steenbeessbeeabeeesbeenbeennbeenseennbeenseennes Ip
3. a Calculati 1 [x+5-Vx-1
) S22 \/x+1 —Jx-2
Saxea )
b) Calculati lim| ——
el x*—3x+7

¢) Dacd f:R — R, este o functie astfel incat | f(x)—e* |<x™*"? VxeR, calculati ling f(x) .

Solutie:

Jx+5-+/x -1 (\/x+l2+ x+2)(4-2vx) _2

a) IM———=——=—— = liM == 2p
it 12 -Ax-2 = x5 +x+D)8-4dx) 3
Paxea ) ax-3 Y
b) lim| =—— 1| = lim(l +3x—j = €12 oo 2p
xom| x° =3x+7 x>0 x =3x+7
¢) Obting €' —x™"" < f(X) K"+ X7 WX ER oo 1Ip
Calculeazd lim(e" + X =1, lim(e* ) ST e Ip
Finalizare lrl_r)lg €19 sl SO P USRS UPRPR Ip

Observatie: Pentru alta metoda de calcul corect se acorda punctajul maxim corespunzator.

4. Fie functiile f,:R—{-1,+1} > R, f,(x) =

1 1 1
Dacd f:R\{-L+I} >R, f(x)=|l 1+£(x) 1 se cere :
11 1+ L)

a) Sa se determine f(x)
b) Sa se determine asimptotele la graficul functiei f(x).

¢) Sé se determine ke N~ pentru care limx*-(f (x))3 este numir finit.

Solutie:

a) Obtine f;(x)= \/xT fr(x)= \/— ....................................................................................... Ip

Determina f(x) = f,(x)- f,(x) = m 1)12( et esssasne 2p
x—1)"(x

b) Deoarece lim f(x)=lim f(x)=0 rezulta ca dreapta y=0 este asimptota orizontala pentru

Eraficul fUNCHIET T ...eiiiiiii ettt et a e st
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Deoarece lim1 f(x)=—ox; lim1 f(x)=o obtinem ca x=-1 este asimptota verticala pentru graficul
< o1

FUNCEHIET 11X vvtentieeie ettt ettt et et e bt e et e esbeeeabeesbeesabeebeeenbeenseesnseenseesnseenseesnseennns Ip

Deoarece lin} f(x)= lin} f(x)=o0 obtinem ca si dreapta x=1 este asimptota verticala pentru graficul

x<1 x>1
TUNCEHIET T oottt et e st e et esat e e bt e sabeenbeesabeenseessbeenseesabeesnseenseennes Ip
k
¢) Obtine limx* ( £(x)) = lim———— —finit <>k € {123} oo 1
) Obiine lima (/) =lim % —— 1,23 p
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BAREM DE CORECTARE CLASA A XII A

1. Se considerd multimea G ={4 e M,(Z)|det(4)=-1}

-4 -5 2011 —4
b) Si se demonstreze ci dacd 4 e G atunci A°,4°,.., 4" G
c) Justificati daca existd matrici A si B din multimea G astfel incat 4-Be G .

5 6 503 1
a) Sa se verifice daca matricile 4 = [ j si B= [ j apartin multimi G.

Solutie:

a) Obtine det(A) = -1, deci matricea A apartine multimii G ........cccoeceeevieriiienienieeeee e 2p
Obtine det(B) = -4023, deci matricea B nu apartine multimii G ..........cocceevviieiieniieiienieeiceceeeee, 2p
b) daca A € G atuncidet(4) =det(4’) =...=det(4™*'") =1, deci 4°,4°,.., 4" €G ...ceco.......... 2p
c¢) Utilizand det(AB) = det (A)det(B) obtine ca AB nu apartine multimii G ..........cceeceverieenieennnn. Ip

1
2 1
2. a) Pentru functia f:R — R, f(x) =—4x + 4x, verificati relatia .[ f(x)dx = .[ f(x)dx .
0 1
2

Interpretati geometric rezultatul .

b) Determinati numarul real t astfel incat functia f:R — R, f(x)=—x"+¢-x si verifice

1006 2012
relatia .[ f(x)dx = .[ f(x)dx
0 1006
c) Sa se justifice cd putem construi un numar de 2012 functii f:R — R cu proprietatea
1006 2012
| f@dx= | fxdx
0 1006
Solutie:
L
a) Obtine j F(x)dx = j SN =2 2p
0 1
2

Interpretare geometrica ,, Pentru f : [0,1] — R, f(x)=—4x" +4x, dreapta x = % imparte

subgraficul in doua suprafete de aceeasi arie, fiind axa de simetrie". ............ccccevveevvenviencueenunnn. Ip
1006 2012

b) Calculeazi j F(x)dx, j R OO 2p
0 1006

ODBENE = 2002 ..ottt ettt e et e st e et e e aeesab e e stesabeesseeenbeeesbeenseeenbeenbeeanseeseennneans Ip

c)Alege f:R—> R, f(x)=k(—x>+2012-x),k € N* (sau alt exemplu COrect) ...........cccovrrrvrrrvnrn.s. Ip
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3. Fie M cC omultime indeplinind conditiile:
(1) (1+i)eMsi
(2) pentru orice a,beM = a-beM
a) Demonstrati ¢d multimea 4 ={1,—1,i,—i} indeplineste conditia (2)

b) Demonstrati ca (-4) e M
c) Justificati daca este posibil ca multimea M sa aiba exact 2012 elemente.

Solutie:

a) Verifica indeplinirea conditiei (2) cu tabla Operatiel .........cccceeveeeeriieriiienieerieeiieeee e 4p
(Daca efectueaza unele inmultiri de tipul ab cu a # » numai 2 puncte )

b) Aplicam (2) pentrua=D>b = 141 obtindnd ca 21 € M ....cccciiiiiiiiiieiieeeeeee e Ip
Aplicam (2) pentrua =b =21 obtinAnd €a -4 € M .....cccoieiiiiiiiiiieeieeeeee e Ip

c) raspunsul este negativ deoarece puterile cu exponent natural ale numarului (-4 ) vor fitn M ... Ip

.. ) ax+b, x<0
4. a) Determinati a, b € R astfel incat functia F: R — R, F(x)= 5 sa fie
In(x” +1)+arctgx, x>0

o primitiva a unei functii f:R — R

T

2
b) Sa se calculeze j | sin4x |dx
0

c) Sa se demonstreze cd lungimea graficului functiei f :[0,%} — R, f(x)=|sin4x| este mai

mare decat 4.

Solutie:
a) In mod necesar functia F este continua n x = 0 si derivabild In X=0 .........cccccevviiviiiiiinnineiene. Ip
Din relatia F (0) = lingF(x) OBHNEM D = 0 ..ooviieeececeeeeceeececeeeee ettt Ip
Din conditia de derivabilitate Tn X = 0 obtinem @ = 1 .......cccooiiiiiiiieiiiiieeeeee e Ip
: L
b) [lsin4x e = [[$in 40t — [ SINAXAY oo 2p
0 0 z
2
Finalizare j [STAX X Z1 ettt et sttt ettt e e e et et e e naeeenbeeneas Ip
0

c¢) Tinand cont de forma graficului functiei sinus, observam ca vom "urca si cobori" de cate doua
ori de la Ox la dreapta y = 1, deci lungimea graficului este mai mare decat 4 ............cccevveuennnne. Ip
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